
Глава 2. Сильное марковское свойство

Далее мы всегда рассматриваем однородные по времени переходные вероятности 𝑝𝑥,𝑦 на конечном или
счётном пространстве состояний 𝑆 (хотя большинство идей обобщаются на довольно общее пространство
состояний 𝑆). X = (𝑋0, 𝑋1, …) обозначает цепь Маркова, а ℙ𝜇 — вероятностную меру, когда X начинается с
распределения 𝜇,𝑋0 ∼ 𝜇.ℬ(𝑆)— это пространство ограниченных измеримых функций 𝑓 ∶ 𝑆 → ℝ, а𝒫(𝑆)
— пространство вероятностных мер на 𝑆.
Мы будем считать, что переходные вероятности 𝑝𝑥,𝑦 зафиксированы раз и навсегда. Тогда остаётся опреде‑
лённым пространство 𝐷(𝑆) последовательностей (𝑥𝑖) из 𝑆 таких, что 𝑝𝑥𝑖,𝑥𝑖+1

> 0 для всех 𝑖 ≥ 0. Наконец,
напомним, что 𝑃 — это марковский оператор 𝑃𝑓(𝑥) ∶= 𝔼𝑥[𝑓(𝑋1)].
В этой главе мы стремимся формализовать некоторые интуитивные свойства цепи Маркова. Например,
обусловливаясь на промежуточных моментах времени, мы имеем для 𝑓 ∈ ℬ(𝑆)

𝔼𝑥[𝑓(𝑋𝑡)] = (𝑃 𝑡𝑓)(𝑥)

и для 𝑡 ≥ 𝑠, независимо от 𝜇 ∈ 𝒫(𝑆)

𝔼𝜇[𝑓(𝑋𝑡) ∣ 𝑋𝑠 = 𝑥] = (𝑃 𝑡−𝑠𝑓)(𝑥)

или, скажем, для 𝑓 ∈ ℬ(𝑆)

𝔼𝜇[𝑓(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+1) ∣ 𝑋𝑠 = 𝑥] = 𝔼𝑥[𝑓(𝑋𝑡−𝑠, 𝑋𝑡−𝑠+1)]

В этой главемыувидим, как правильно записать такого рода свойства имногие другие в общей структуре.

(Однородное) марковское свойство

Сначала введём оператор сдвига времени 𝜃𝑡 для 𝑡 ≥ 0

𝜃𝑡 ∶ 𝐷(𝑆) → 𝐷(𝑆)
(𝜃𝑡X)𝑠 ∶= X𝑡+𝑠

Утверждение 0.1 (Однородное марковское свойство). Пусть X — однородная цепь Маркова. Тогда для 𝑠 ≥ 0 и
для всех ограниченных измеримых функций 𝐹 ∶ 𝐷(𝑆) → ℝ

𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑠X) ∣ 𝑋𝑠 = 𝑥] = 𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑠X) ∣ 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑠−1 = 𝑥𝑠−1, 𝑋𝑠 = 𝑥] = 𝔼𝑥[𝐹 (X)]

Другими словами, при условии 𝑋𝑡 = 𝑥, последовательность (𝑋𝑡, 𝑋𝑡+1, …) является цепью Маркова, начинаю‑
щейся в 𝑥, с теми же переходными вероятностями, что и X, и независимой от (𝑋0, … , 𝑋𝑡−1).
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Упражнение 0.1. Утверждение 0.1 может звучать абстрактно, но это довольно очевидное утверждение. Ис‑
пользуйте предыдущий пример о случайном блуждающем, чтобы привести тривиальный пример этого
утверждения. Возьмите переходные вероятности 𝑝𝑥,𝑦 однородными, и пусть 𝑓(𝑥, 𝑦) — цена перелёта из го‑
рода𝑥 в город 𝑦. Пусть𝐹(X)—стоимость, уплаченная за первые 10перелётов. Что говорит это утверждение?

Утверждение 0.1. Без ограничения общности, чтобы сохранить явные обозначения, мы можем предполо‑
жить, что 𝐹 зависит от конечного числа координат 𝐹(X) = 𝐹(𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑡), поскольку измеримые
функциина𝐷(𝑆) являются пределамитакихфункций.По линейностипо𝐹 достаточно доказать равенство
для индикаторных функций, а именно для 𝐹(𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑡) = 1𝑧0

(𝑋0)1𝑧1
(𝑋1) ⋯ 1𝑧𝑡

(𝑋𝑡) для некото‑
рых 𝑧0, … , 𝑧𝑡 ∈ 𝑆. Тогда для такой 𝐹

𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑠X) ∣ 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑠−1 = 𝑥𝑠−1, 𝑋𝑠 = 𝑥] = ℙ𝜇(𝑋𝑠 = 𝑧0, 𝑋𝑠+1 = 𝑧1, … , 𝑋𝑠+𝑡 = 𝑧𝑡 ∣ 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑠−1 = 𝑥𝑠−1, 𝑋𝑠 = 𝑥)
= 1𝑧0

(𝑥)
𝑝𝑥0,𝑥1

⋯ 𝑝𝑥𝑠−1,𝑥𝑝𝑧0,𝑧1
⋯ 𝑝𝑧𝑡−1,𝑧𝑡

𝑝𝑥0,𝑥1
⋯ 𝑝𝑥𝑠−1,𝑥

= 1𝑧0
(𝑥)𝑝𝑧0,𝑧1

⋯ 𝑝𝑧𝑡−1,𝑧𝑡
= 𝔼𝑥[𝐹 (X)]

Моменты остановки

Определение 0.1 (Моменты остановки). Отображение 𝜏 ∶ Ω → ℕ ∪ {∞} называется моментом остановки,
если для каждого 𝑡 ≥ 0 событие {𝜏 = 𝑡} определяется по (𝑋0, … , 𝑋𝑡). То есть если 1{𝜏=𝑡} является (измери‑
мой) функцией от (𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑡).

Примечание. Заметим, что, поскольку {𝜏 = 𝑡} = {𝜏 ≤ 𝑡}∖{𝜏 ≤ 𝑡−1}, эквивалентно сказать, что 𝜏 является
моментом остановки, если {𝜏 ≤ 𝑡} определяется по (𝑋0, … , 𝑋𝑡).

Например, для 𝐴 ⊂ 𝑆, момент достижения (более подробно обсуждаемый в следующей главе) множества
𝐴

𝜏𝐴 ∶= inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑋𝑡 ∈ 𝐴}
является моментом остановки: {𝜏𝐴 = 𝑡} = {𝑋0 ∉ 𝐴, … 𝑋𝑡−1 ∉ 𝐴, 𝑋𝑡 ∈ 𝐴}. Однако 𝜏𝐴 − 1 (в общем случае)
не является моментом остановки, так как событие {𝜏𝐴 − 1 = 𝑡} зависит от𝑋𝑡+1.

Упражнение 0.2. Пусть 𝜏+
𝐴 ∶= inf{𝑡 ≥ 1 ∶ 𝑋𝑡 ∈ 𝐴} — момент первого возвращения в 𝐴. Проверьте, что 𝜏+

𝐴
является моментом остановки.

Пусть 𝜉𝐴 ∶= sup{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑋𝑡 ∈ 𝐴} — время последнего посещения 𝐴. Проверьте, что 𝜉𝐴, в общем случае, не
является моментом остановки.

Упражнение 0.3. Пусть 𝜏 (0)
𝐴 = 0, и для 𝑘 ≥ 1

𝜏 (𝑘)
𝐴 ∶= inf{𝑡 > 𝜏 (𝑘−1)

𝐴 ∶ 𝑋𝑡 ∈ 𝐴}

— 𝑘‑й момент времени, когда процесс посещает𝐴. Является ли 𝜏 (𝑘)
𝐴 моментом остановки?
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Сильное марковское свойство

Теорема 0.1 (Сильное марковское свойство). Пусть 𝜎 — конечный момент остановки: ℙ(𝜎 < ∞) = 1. Тогда
выполняется более сильная версиямарковского свойства: для всех ограниченных измеримыхфункций𝐹 ∶ 𝐷(𝑆) →
ℝ.

𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝜎X) ∣ (𝑋𝑟)𝑟≤𝜎] = 𝔼𝑋𝜎
[𝐹 (X)]

В частности,
𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝜎X) ∣ 𝑋𝜎 = 𝑥] = 𝔼𝑥[𝐹 (X)]

Другими словами, при условии𝑋𝜎 = 𝑥, (𝑋𝜎, 𝑋𝜎+1, …) является цепьюМаркова, начинающейся в 𝑥, независимой
от𝑋0, … , 𝑋𝜎−1 и с теми же переходными вероятностями, что и X.

Доказательство. Для всех (𝑥0, 𝑥1, …) ∈ 𝐷(𝑆) и 𝑥 ∈ 𝑆

𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝜎X) ∣ 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝜎 = 𝑥] =
∑∞

𝑡=0 𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑡X)1𝜎=𝑡1𝑋0=𝑥0,…,𝑋𝑡=𝑥]
∑∞

𝑡=0 𝔼𝜇[1𝜎=𝑡1𝑋0=𝑥0,…,𝑋𝑡=𝑥]

= ∑∞
𝑡=0 𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑡X)|𝜎 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑡 = 𝑥]ℙ𝜇(𝜎 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑡 = 𝑥)

∑∞
𝑡=0 ℙ𝜇(𝜎 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑡 = 𝑥)

где мы понимаем 𝔼[𝐹 |𝐴]ℙ(𝐴) = 0, когда ℙ(𝐴) = 0. Поскольку 𝜎 — момент остановки, событие {𝜎 = 𝑡}
зависит только от (𝑋0, … , 𝑋𝑡). Таким образом, по марковскому свойству

𝔼𝜇[𝐹 (𝜃𝑡X)|𝜎 = 𝑡, 𝑋0 = 𝑥0, … , 𝑋𝑡 = 𝑥] = 𝔼𝑥[𝐹 (X)]

откуда мы легко заключаем, подставляя последнее равенство в формулу выше.

След цепиМаркова

Пусть 𝐴 ⊂ 𝑆. Предположим, что мы можем наблюдать цепь Маркова только внутри 𝐴, а именно, мы опре‑
деляем

𝑌𝑡 ∶= 𝑋𝜏(𝑡+1)
𝐴

(1)

где 𝜏 (𝑡)
𝐴 определено в Упражнение 0.3.

Цепь Маркова Y называется следом X на𝐴.

Утверждение 0.2 (След цепи Маркова). Если ℙ(𝜏 (𝑡)
𝐴 < ∞) = 1 для всех 𝑡 ≥ 1, то процесс Y = (𝑌0, 𝑌1, …),

определённый в Уравнение 1, является цепью Маркова с переходными вероятностями 𝑞𝑥,𝑦 = ℙ𝑥(𝑋𝜏+
𝐴

= 𝑦), где
𝜏+

𝐴 ∶= inf{𝑡 ≥ 1 ∶ 𝑋𝑡 ∈ 𝐴}— момент остановки, определённый в Упражнение 0.2.

Доказательство. Для 𝑡 ≥ 0, 𝑦, 𝑦0, … , 𝑦𝑡 ∈ 𝐴

ℙ(𝑌𝑡+1 = 𝑦 ∣ 𝑌0 = 𝑦0, … , 𝑌𝑡 = 𝑦𝑡) = ℙ(𝑋𝜏(𝑡+2)
𝐴

= 𝑦 ∣ 𝑋𝜏(1)
𝐴

= 𝑦0, … , 𝑋𝜏(𝑡+1)
𝐴

= 𝑦𝑡)

Однако:

a. Поскольку 𝜏 (𝑠)
𝐴 —моменты остановки, 1𝑋𝜏(1)𝐴 =𝑦0,…,𝑋

𝜏(𝑡+1)
𝐴

=𝑦𝑡
является функцией от (𝑋0, … , 𝑋𝜏(𝑡+1)

𝐴
).

b. Мы имеем 1𝑋
𝜏(𝑡+2)

𝐴
=𝑦 = 1(𝜃

𝜏(𝑡+1)
𝐴

X)𝜏+
𝐴

=𝑦.
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Следовательно, мы можем применить сильное марковское свойство к функции 𝐹(X) = 1𝑋𝜏+
𝐴

=𝑦, чтобы по‑
лучить

ℙ(𝑌𝑡+1 = 𝑦 ∣ 𝑌0 = 𝑦0, … , 𝑌𝑡 = 𝑦𝑡) = 𝔼[1(𝜃
𝜏(𝑡+1)

𝐴
X)𝜏+

𝐴
=𝑦 ∣ 𝑋𝜏(1)𝐴 = 𝑦0, … , 𝑋𝜏(𝑡+1)

𝐴
= 𝑦𝑡] = 𝔼𝑦𝑡

[1𝑋𝜏+
𝐴

=𝑦]

что и требовалось доказать.

Пример 0.1. Каждые 30 минут кот может либо есть, либо спать, либо играть на улице. Каждое действие
влияет на вероятность следующего действия: 𝑝𝑒,𝑠 = 0.7, 𝑝𝑒,𝑝 = 0.3, 𝑝𝑠,𝑠 = 0.9, 𝑝𝑠,𝑒 = 0.1 и 𝑝𝑝,𝑒 = 1, так как
кот устаёт после игры.

Мы записываем, что делает кот каждые 30 минут, но забываем об этом, если не видим кота (а именно, если
он играет на улице). Таким образом, в наших записях будут только два состояния 𝐴 = {𝑠, 𝑒}. Случайная
последовательность наших записей, например, (𝑠, 𝑠, 𝑠, 𝑒, 𝑒, 𝑠, …), по‑прежнему является цепью Маркова с
𝑞𝑒,𝑒 = 0.3, 𝑞𝑒,𝑠 = 0.7, 𝑞𝑠,𝑠 = 0.9, 𝑞𝑠,𝑒 = 0.1.

Упражнение 0.4. Алгоритм, который не меняет своего состояния, — это просто пустая трата вычислитель‑
ных ресурсов. Предположим, X — это цепь Маркова, где 𝑝𝑥,𝑥 > 0 для некоторого 𝑥, но 𝑝𝑥,𝑥 < 1 для всех
𝑥.

• Определите Y, соответствующую идее, что Y должна пропускать все моменты времени, когда X не ме‑
няет своего положения.

• Докажите, что Y является цепьюМаркова.

Решение

Определим 𝜏0 = 0 и 𝜏𝑡+1 ∶= inf{𝑠 > 𝜏𝑡 ∶ 𝑋𝑠 ≠ 𝑋𝜏𝑡
}. 𝜏𝑡 —момент остановки, и по сильному марковско‑

му свойству

ℙ(𝑌𝑡+1 = 𝑦|𝑌0 = 𝑥0, … , 𝑌𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝑌𝑡 = 𝑥) = ℙ(𝑋𝜏𝑡+1
= 𝑦|𝑋𝜏0

= 𝑥0, … 𝑋𝜏𝑡
= 𝑥) = ℙ(𝑋𝜏𝑡+1

= 𝑦|𝑋𝜏𝑡
= 𝑥) = ℙ𝑥(𝑋𝜏1

= 𝑦) =∶ 𝑞𝑥,𝑦

и переходные вероятности Y задаются как 𝑞𝑥,𝑦 ∶= 𝑝𝑥,𝑦/(1 − 𝑝𝑥,𝑥) для 𝑥 ≠ 𝑦 и 𝑞𝑥,𝑥 = 0.
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