
Глава 7.1. Избранные темы: Формализм древовидных
структур и последний проход

В этой главе мы хотим дать явную характеризацию инвариантных мер и вероятностей попадания для ко‑
нечных неприводимых цепей Маркова.

Рассмотрим цепь Маркова на пространстве состояний 𝑆. Как обычно, мы сопоставляем цепи ориентиро‑
ванный граф, в котором ребро (𝑥, 𝑦) присутствует, если 𝑝𝑥,𝑦 > 0, и рассматриваем вероятности как веса
на ориентированных рёбрах. Теперь представим, что в момент времени 𝑡 = 0 в каждой точке 𝑆 находится
дружелюбная частица. Каждая частица совершает движение согласно цепиМаркова с вероятностями пере‑
ходов 𝑝𝑥,𝑦. Более того, онине видят дальше вершины, которую занимают в данныймомент, поэтому каждая
частица просто движется независимо, пока не встретит другую частицу в тойже вершине𝑆. Поскольку они
очень дружелюбны, как только две или более частиц встречаются, они продолжают своё случайное путе‑
шествие вместе; в этом случае обычно говорят, что частицы коалесцируют. Заметим, что каждая частица
по‑прежнему движется как цепьМаркова с темиже вероятностями перехода, за исключением того, что они
не являются независимыми.

Кроме того, эти необычные частицы делают следующее: каждый раз, когда они (поодиночке или группой)
покидают вершину, чтобы перепрыгнуть в новую, они рисуют цветную стрелку, указывающую на вершину,
в которую они направляются. И как только они прибывают в новую вершину, они стирают любую исходя‑
щую цветную стрелку, которую какая‑то частица могла нарисовать ранее. Если мы сделаем мгновенный
снимок системы после некоторого количества шагов, наблюдая за вершинами и нарисованными стрелка‑
ми, мы увидим следующее:

• В 𝑆 есть два типа вершин: занятые частицами, которые мы будем называть корнями и которые не име‑
ют исходящих нарисованных стрелок; и пустые, из которых исходит ровно одна нарисованная стрел‑
ка (стрелка, исходящая из 𝑥, будет указывать на вершину, в которую перепрыгнула последняя группа
частиц, покинувшая 𝑥).

• Существует как минимум один корень.
• Из каждой вершины 𝑥 существует ровно один путь из нарисованных стрелок от 𝑥 к корню (этот путь
имеет длину 0, если 𝑥 сама является корнем). Таким образом, эта процедура индуцирует случайное
разбиение𝑆 наподмножества, где все точки, которыемогутдостичь одногоитогожекорня, находятся
в одной компоненте разбиения. Каждая компонента тогда называется входящей арборесценцией.

• Если мы будем считать, что нарисованные стрелки являются подмножеством множества исходных
рёбер 𝑆, мы увидим, что рассматриваем подграф исходного графа, который содержит все вершины,
но лишь некоторые из рёбер исходного графа. Более того, каждая входящая арборесценция (каждая
компонента связности) имеет ровно на одно ребро меньше, чем число вершин, и как таковая является
ациклической (нет замкнутых «нарисованных» путей).

• Подграф с этими свойствами, точно описанными ниже в математических терминах, называется
остовным входящим лесом (как объединение входящих арборесценций).

Еслиисходнаяцепь конечнаиапериодична, и еслимыподождёмдостаточнодолго, все частицывстретятся,
и мы увидим единственную входящую арборесценцию, случайно эволюционирующую во времени. Приме‑
чательно, что динамика входящих лесов (или одной входящей арборесценции), несмотря на сохранение
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воспоминаний о прошлой истории частиц (ребро, через которое они перепрыгнули в последний раз, по‑
кидая вершину), сама является цепью Маркова. Для этой «производной» цепи Маркова многие величины
(например, инвариантная мера) могут быть записаны с помощью явных формул. Хотя эти формулы ком‑
бинаторно сложны, они дают выражения, поддающиеся анализу в определённых режимах, см. Упражне‑
ние 0.1.

Арборесценции

Определение 0.1 (входящая арборесценция). Пусть 𝑆 — конечный ориентированный граф. Остовный вхо‑
дящий лес 𝔉 — это подграф 𝑆, такой что

a. 𝔉 содержит все вершины из 𝑆 (свойство остовности). В частности, мы отождествляем 𝔉 с подмноже‑
ством рёбер исходного графа.

b. Каждая вершина 𝑥 ∈ 𝑆 имеет не более одной исходящей стрелки в 𝔉.
c. 𝔉 ацикличен.

Вершина 𝑧 ∈ 𝑆, не имеющая входящих рёбер, называется листом 𝔉. Вершина 𝑟 ∈ 𝑆, не имеющая исхо‑
дящих рёбер в 𝔉, называется корнем. Множество вершин 𝑥, таких что 𝑥 → 𝑟 в 𝔉, называется корневой
входящей арборесценцией1, и 𝑟 является корнем этой входящей арборесценции.

Остовный входящий лес с единственным корнем 𝑟 называется остовной входящей арборесценцией с кор‑
нем в 𝑟. Эквивалентно, остовная входящая арборесценция с корнем в 𝑟 — это подграф 𝜃 графа 𝑆, такой что

a. 𝜃 содержит все вершины из 𝑆.
b. Для каждой вершины 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ {𝑟} существует ровно одно исходящее ребро из 𝑥, тогда как из 𝑟 нет

исходящих стрелок.
c. Для каждой вершины 𝑥 ∈ 𝑆 существует ориентированный путь 𝑥 → 𝑟.

Чтобы получить представление, если мы изобразим данную цепь Маркова взвешенным ориентированным
графом

то ниже представлены все остовные входящие арборесценции 𝜃 с корнем в 𝑟 = 0
а ниже — все остовные леса из входящих арборесценций с двумя корнями, одним в 0 и одним в 2.

Примечание. Остовная входящая арборесценция содержит ровно |𝑆| − 1 рёбер и не содержит циклов. Бо‑
лее того, условие c. эквивалентно требованию, чтобы 𝜃 была слабо связной (т.е. связной, если игнорировать
направление рёбер).

МножествоΘ𝑥 непусто тогда и только тогда, когда любой 𝑦 ∈ 𝑆 может достичь𝑥. Такимобразом, для непри‑
водимых цепей Θ𝑥 непусто для всех 𝑥. И наоборот, если цепь имеет более одного замкнутого класса, Θ
пусто, так как ни одно состояние не достижимо из всех остальных.

В частности, далее мы предполагаем, что исходная цепь Маркова имеет единственный замкнутый класс.
Читатель также может считать, что цепь неприводима, поскольку невозвратные состояния (transient states)
не играют существенной роли.

1Арборесценция: этимология происходит от латинских arbor (дерево), arborescere (расти в дерево), слов с праиндоевропейскими
корнями. Вматематике термин дерево обычно относится к неориентированным ациклическим графам, тогда как арборесценция
является ориентированным эквивалентом. Обычно арборесценция или исходящая арборесценция имеет рёбра, направленные на‑
ружу от корня, тогда как входящая арборесценция (наш случай) имеет рёбра, направленные «к» корню. Входящие леса и входящие
арборесценции иногда называют анти‑лесами и анти‑арборесценциями в теории графов, подчеркивая направление рёбер.
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Рисунок 1

Примечание. Остовная корневая входящая арборесценция (или, более обще, остовный корневой лес) иден‑
тифицируется своими рёбрами, так как все вершины 𝑆 находятся во входящей арборесценции. Таким об‑
разом, мы пишем 𝑒 ∈ 𝜃, обозначая ребро 𝑒 = (𝑥, 𝑦) во входящей арборесценции 𝜃. Например, ∏𝑒∈𝜃 𝑝𝑒 — это
(корректная) запись для произведения вероятностей 𝑝𝑥,𝑦 по всем рёбрам 𝑒 = (𝑥, 𝑦) в арборесценции 𝜃.

Обозначим черезΘ пространство корневых остовных входящих арборесценций, и для 𝑟 ∈ 𝑆 пусть Θ𝑟 будет
пространством входящих арборесценций 𝜃 ∈ Θ с корнем в 𝑟. Θ = ⊔𝑟∈𝑆Θ𝑟 является дизъюнктным объ‑
единением Θ𝑟, и, следовательно, корректно определено отображение 𝚤 ∶ Θ → 𝑆, сопоставляющее каждой
остовной корневой входящей арборесценции 𝜃 её корень 𝚤(𝜃).

Цепь Маркова последних прохождений

Мы хотим определить вероятности переходов (и, следовательно, цепь Маркова) на Θ, следуя простой идее:
когда цепь находится в состоянии (входящей арборесценции) 𝜃, мы смотрим на все рёбра, исходящие из
корня 𝑟 арборесценции 𝜃. Затем с вероятностью 𝑝𝑟,𝑦 мы переходим к новой входящей арборесценции (с
корнем в 𝑦), полученной следующим образом: мы добавляем к 𝜃 ребро (𝑟, 𝑦) и удаляем единственное ребро,
исходящее из 𝑦. Определим это более точно.

Для 𝜃 ∈ Θ𝑟 и 𝑟′ ∈ 𝑆, таких что 𝑝𝑟,𝑟′ > 0, определим 𝜃𝑟,𝑟′
как граф, полученный из 𝜃 добавлением ори‑

ентированного ребра (𝑟, 𝑟′) и удалением единственного ребра в 𝜃, исходящего из 𝑟′. Этот новый граф 𝜃𝑟,𝑟′

обладает следующими свойствами:

a. Он содержит все вершины из 𝑆.
b. Из каждой вершины 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ {𝑟′} исходит ровно одно ребро.
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All Spanning Forests with Roots = {0, 2}
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c. Из каждой вершины 𝑥 ∈ 𝑆 существует ориентированный путь к 𝑟′. Действительно, либо в 𝜃 был путь
из 𝑥 в 𝑟, проходящий через 𝑟′ (и в этом случае 𝑥 всё ещё связан с 𝑟′, поскольку удалённое ребро не
использовалось в этом пути), либо в 𝜃 был путь из 𝑥 в 𝑟, не проходящий через 𝑟′ (и в этом случае тот
же путь плюс ребро (𝑟, 𝑟′) образуют путь из 𝑥 в 𝑟′).

Таким образом, 𝜃𝑟,𝑟′ ∈ Θ𝑟′ . Тогда мы определяем вероятности перехода на Θ как

𝑞𝜃,𝜃′ = {𝑝𝑥,𝑦 если 𝜃 ∈ Θ𝑥 и 𝜃′ = 𝜃𝑥,𝑦 для некоторых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆
0 иначе

(1)

и пусть 𝑄 — соответствующий марковский оператор 𝑄 = (𝑞𝜃,𝜃′). Чтобы зафиксировать идеи, обозначим
через X = (𝑋𝑡)𝑡∈ℕ обычную цепь Маркова на 𝑆, а через 𝜉 = (𝜉𝑡)𝑡∈ℕ — обычную цепь Маркова на Θ.

One step of the Markov Chain on Θ
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Рисунок 4: ЦепьМаркова наΘ работает следующим образом. Когда состоянием является входящая арборес‑
ценция 𝜃 слева, мыможемвыбрать любую стрелку, исходящуюиз корня 0, с вероятностью, задан‑
ной исходной цепьюМаркова (пунктирные рёбра). Скажем, мы выбираем стрелку (0, 2) (красное
пунктирное ребро). Тогда мы добавляем эту стрелку и удаляем ту, которая исходит из 2. Резуль‑
татом является входящая арборесценция справа.

Мы можем определить корневое отображение 𝚤 ∶ Θ → 𝑆, которое сопоставляет входящей арборесценции
𝜃 её корень 𝚤(𝜃). Важно отметить, что корень цепи Маркова на Θ совершает цепь Маркова на 𝑆 с вероятно‑
стями перехода, заданными исходными 𝑝𝑥,𝑦. Более формально, для всех функций 𝑓 ∶ 𝑆 → ℝ

𝑄(𝑓 ∘ 𝚤) = (𝑃 𝑓) ∘ 𝚤 (2)

Другими словами, мы можем сцепить цепи Маркова так, что 𝑋𝑡 = 𝚤(𝜉𝑡). В частности, если 𝜇 является ин‑
вариантной мерой для 𝑄 (то есть для цепи Маркова 𝜉 на Θ), то 𝑚 = 𝜇 ∘ 𝚤−1 инвариантна для 𝑃 (то есть для
исходной цепи Маркова X на 𝑆).

Далее мы хотимпроверить, что если исходная цепьМаркова неприводима, то таковой является и цепьМар‑
кова на Θ.

Утверждение 0.1. Предположим, что исходная цепьМаркова имеет единственный замкнутый класс (Θ пусто в
противном случае). ЦепьМаркова на Θ неприводиматогда итолькотогда, когда каждое невозвратное состояние
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в исходной цепи Маркова имеет единственное исходящее ребро.

Прежде чем переходить к доказательству, введём некоторые обозначения и предварительный результат.
Для данных 𝜃 ∈ Θ и 𝑥 ≠ 𝚤(𝜃) обозначим через 𝑒𝜃,+(𝑥) единственное ребро, исходящее из 𝑥 в 𝜃, а через
𝑒𝜃,−(𝑥) — единственное ребро, входящее в 𝚤(𝜃) на пути 𝑥 → 𝚤(𝜃) в 𝜃 (последнее ребро этого пути).

Лемма 0.1. Предположим, что исходная цепь X неприводима. Тогда для любой 𝜃 ∈ Θ и начальной точки 𝑧 ∈ 𝑆
существуетконечныйпуть в𝑆, начинающийся в 𝑧 и заканчивающийся в 𝑟,такойчто для всякого𝑥 ≠ 𝑟 последний
выход из 𝑥 на этом пути происходит по ребру 𝑒(𝜃,+)(𝑥), исходящему из 𝑥 в 𝜃.

Доказательство. Мы можем упорядочить точки в 𝑆 как 𝑟 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥|𝑆|−1, так, чтобы минимальное
числошагов, необходимых для достижения 𝑥𝑖 из 𝑟, не убывало по 𝑖. Чтобы определить желаемый путь, сна‑
чала идём от 𝑧 к 𝑟, а затем строим путь рекурсивно, сцепляя |𝑆| − 1 циклов. Сначала идём от 𝑟 к 𝑥|𝑆|−1 по
пути минимальной длины, а затем обратно к 𝑟, следуя единственному пути 𝑥|𝑆|−1 → 𝑟 в 𝜃. Затем продолжа‑
ем рекурсивно для |𝑆|−1 циклов: 𝑖‑й цикл начинается в 𝑟, идёт к 𝑥|𝑆|−𝑖 по путиминимальной длины, затем
обратно к 𝑟 вдоль единственного пути 𝑥|𝑆|−𝑖 → 𝑟 в 𝜃. Поскольку мы следуем путям минимальной длины,
в 𝑖‑м цикле путь никогда не проходит через 𝑥𝑘 для 𝑘 > |𝑆| − 𝑖, тогда как на обратном пути 𝑥|𝑆|−𝑖 → 𝑟 мы
используем только рёбра из 𝜃. Следовательно, для каждого 𝑖 в последний раз, когда путь проходил через 𝑥𝑖,
он покидал 𝑥𝑖 по ребру из 𝜃.

Утверждение 0.1. Сначала докажем, что если цепь неприводима, каждое невозвратное состояние имеет
единственное исходящее ребро. Поскольку существует единственный замкнутый класс 𝐶, невозвратные
состояния — это состояния из 𝑆 ∖ 𝐶, и в исходном графе они обязательно имеют по крайней мере одно
исходящее ребро (будучи невозвратными). Все элементы Θ имеют корни в 𝐶 (поскольку Θ𝑥 пусто для
невозвратного 𝑥). Поскольку 𝐶 замкнут, исходящие рёбра в 𝐶 указывают на элементы самого 𝐶. Таким
образом, цепь Маркова на Θ никогда не меняет рёбер, исходящих из невозвратных состояний. А именно,
если 𝜃 → 𝜃′, все исходящие рёбра в невозвратных состояниях одинаковы для 𝜃 и 𝜃′. Следовательно, если
блуждание по Θ неприводимо, каждое невозвратное состояние имеет единственное исходящее ребро.

Далее докажем, что если каждое невозвратное состояние имеет единственное исходящее ребро (и есть
единственный замкнутый класс), то эти рёбра являются частью каждой входящей арборесценции в Θ, и,
таким образом, достаточно ограничиться динамикой на замкнутом классе. Другими словами, достаточно
доказать, что если исходная цепь неприводима, то цепь на Θ неприводима. Для этого рассмотрим путь
(𝜃0, 𝜃1, …) в Θ и путь его корня 𝑟𝑡 ∶= 𝚤(𝜃𝑡). Для данного 𝑡 ≥ 0 ребро (𝑥, 𝑦) находится в 𝜃𝑡 тогда и только
тогда, когда:

• (𝑥, 𝑦) было в 𝜃0 и корень никогда не проходил через 𝑥 до момента 𝑡: 𝑟𝑠 ≠ 𝑥 для 𝑠 ≤ 𝑡.
• в последний (наибольший) момент времени 𝑠 < 𝑡, когда 𝑟𝑠 = 𝑥, он покинул 𝑥 через 𝑦. Другими слова‑
ми, 𝑟𝑠𝑥+1 = 𝑦, где 𝑠𝑥 = max{𝑠 < 𝑡 ∶ 𝑟𝑠 = 𝑥}.

Следовательно, для любой фиксированной начальной входящей арборесценции 𝜃0 и целевой 𝜃 мы
можем использовать конечный путь (𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑁), построенный в Лемма 0.1, и следовать переходам
𝜃1 = 𝜃𝑧0,𝑧1

0 , … , 𝜃𝑡 = 𝜃𝑧𝑡−1,𝑧𝑡
𝑡−1 , …. Корень посетит все элементы 𝑆, покидая их в последний раз по ребру из 𝜃,

и, таким образом, 𝜃𝑁 = 𝜃.

Явная инвариантная мера

Утверждение 0.2. Мера
𝜇𝜃 ∶= ∏

𝑒∈𝜃
𝑝𝑒 (3)
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является инвариантной для цепи Маркова на Θ. В частности, мера

𝑚𝑥 ∶= ∑
𝜃∈Θ𝑥

∏
𝑒∈𝜃

𝑝𝑒

является инвариантной для цепи Маркова на 𝑆.

Примечание. Длякаждой 𝜃 ∈ Θ, с корнем, скажем, в 𝑟 = 𝚤(𝜃), существует взаимнооднозначное соответствие
между рёбрами (𝑟, 𝑦), исходящими из 𝑟 в исходном графе (с 𝑝𝑟,𝑦 > 0), и входящими арборесценциями 𝜃′,
такими что 𝑞𝜃′,𝜃 > 0. Действительно, мы можем сопоставить ребру (𝑟, 𝑦) входящую арборесценцию 𝜃′, по‑
лученную добавлением ребра (𝑟, 𝑦) к 𝜃 и удалением ребра 𝑒𝜃,−(𝑦). Это отображение взаимно однозначно, и,
в обозначениях Уравнение 1, 𝜃 = (𝜃′)𝑟,𝑦. В частности

∑
𝜃′∶𝑞𝜃′,𝜃>0

𝑝𝑒𝜃′,+(𝑟) = ∑
𝑦∈𝑆

𝑝𝑟,𝑦 = 1 (4)

Утверждение 0.2. Зафиксируем 𝜃 ∈ Θ и скажем, что её корнем является 𝑟 ∈ 𝑆. Нам нужно доказать, что

∑
𝜃′∈Θ

𝜇𝜃′𝑞𝜃′,𝜃 = 𝜇𝜃

В левой части слагаемые в сумме с 𝑞𝜃′,𝜃 = 𝑝𝚤(𝜃′),𝑟 > 0 соответствуют всем арборесценциям 𝜃′, которые
могут достичь 𝜃 за один шаг (с положительной вероятностью). То есть тем арборесценциям 𝜃′, для кото‑
рых 𝜃 получается из 𝜃′ добавлением ребра (𝚤(𝜃′), 𝑟) и удалением единственного ребра, исходящего из 𝑟 в 𝜃′,
обозначаемого 𝑒𝜃′(𝑟). Тогда, согласно Уравнение 3, имеем

𝜇𝜃′𝑞𝜃′,𝜃 = 𝜇𝜃𝑝𝑒𝜃′ (𝑟)

Следовательно, с учётом Уравнение 4

∑
𝜃′∈Θ

𝜇𝜃′𝑞𝜃′,𝜃 = 𝜇𝜃 ∑
𝜃′∈Θ

𝑝𝑒𝜃′ (𝑟) = 𝜇𝜃

Таким образом, 𝜇𝜃 инвариантна для цепи Маркова на Θ.

Поскольку 𝚤 проецирует цепь на Θ в исходную цепь на 𝑆, см. Уравнение 2, 𝑚 = 𝜇 ∘ 𝚤−1 инвариантна для
цепи на 𝑆.

Дополнительные Задачи

Упражнение 0.1. Рассмотрим неприводимую цепьМаркова на конечном пространстве состояний 𝑆 с веро‑
ятностями перехода 𝑝0

𝑥,𝑦. Пусть 𝑐(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ определена для всех рёбер (𝑥, 𝑦), таких что 𝑝𝑥,𝑦 > 0. Зафикси‑
руем 𝛽 > 0 и определим наклонённые вероятности перехода

𝑝𝛽
𝑥,𝑦 ∶= 𝑒−𝛽𝑐(𝑥,𝑦)

𝑍𝛽
𝑥

𝑝0
𝑥,𝑦

a. Определите значение 𝑍𝛽
𝑥 и проверьте, что цепь Маркова с вероятностями перехода 𝑝𝛽

𝑥,𝑦 остаётся
неприводимой.

b. Объясните, почемумыможемпредполагать, чтоmin𝑦 ∶ 𝑝0𝑥,𝑦>0 𝑐(𝑥, 𝑦) = 0, и проверьте, что в этом случае

inf
𝑦

𝑝0
𝑥,𝑦 ≤ 𝑍𝛽

𝑥 ≤ 1
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c. Пусть 𝑚𝛽 — инвариантная вероятностная мера, ассоциированная с вероятностями перехода 𝑝𝛽. Оха‑
рактеризуйте предел lim𝛽→∞ 𝑚𝛽. Подсказка: Для простоты предположите, что значения ∑𝑒∈𝜃 𝑐(𝑒) раз‑
личны для различных 𝜃 ∈ Θ, где Θ — пространство входящих остовных арборесценций с корнем.

d. Дайте явный ответ в случае 𝑐(𝑥, 𝑦) = (𝑉 (𝑦)−𝑉 (𝑥))+, где𝑉 ∶ 𝑆 → ℝ—заданная инъективнаяфункция,
а для 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎+ = max(𝑎, 0). Подсказка: Для простоты предположите, что 𝑝0

𝑥,𝑦 > 0 всякий раз, когда
𝑝0

𝑦,𝑥 > 0.

Решение

a. Поскольку 𝑝𝛽
𝑥,⋅ является вероятностью, имеем

𝑍𝛽
𝑥 ∶= ∑

𝑦
𝑒−𝛽𝑐(𝑥,𝑦)𝑝0

𝑥,𝑦

Цепь Маркова остаётся неприводимой, так как 𝑝𝛽
𝑥,𝑦 > 0 тогда и только тогда, когда 𝑝0

𝑥,𝑦 > 0.
b. Если мы заменим 𝑐(𝑥, 𝑦) на 𝑐(𝑥, 𝑦) − 𝑎(𝑥), то 𝑝𝛽

𝑥,𝑦 не изменится, независимо от 𝑎(𝑥). Следова‑
тельно, для упрощения вычислений мы можем взять 𝑎(𝑥) = min𝑦 𝑐(𝑥, 𝑦). Другими словами, мы
просто предполагаем, что min𝑦 𝑐(𝑥, 𝑦) = 0. В частности,

inf
𝑦

𝑝0
𝑥,𝑦 ≤ max

𝑦
𝑒−𝛽𝑐(𝑥,𝑦)𝑝0

𝑥,𝑦 ≤ 𝑍𝛽
𝑥 ≤ ∑

𝑦
𝑒−0𝑝0

𝑥,𝑦 = 1

c. Мы знаем, что
𝑚𝛽

𝑥 = 𝑐𝛽 ∑
𝜃∈Θ𝑥

𝑤𝛽(𝜃), 𝑤𝛽(𝜃) ∶= ∏
𝑒∈𝜃

𝑝𝛽
𝑒

где 𝑐𝛽 > 0 — подходящая нормировочная константа (которая представляет собой ту же сумму по
𝜃 ∈ Θ). Используя определение 𝑝𝛽

𝑥,𝑦, имеем

𝑚𝛽
𝑥 = 𝑐𝛽 ∑

𝜃∈Θ𝑥

𝑒−𝛽 ∑𝑒∈𝜃 𝑐(𝑒)

∏𝑦≠𝑥 𝑍𝛽
𝑦

𝑤0(𝜃)

где произведение в знаменателе пробегает все 𝑦 ∈ 𝑆, из которых есть исходящее ребро, а именно
все 𝑦 ∈ 𝑆, кроме корня 𝑥. Для 𝑍𝛽 ∶= ∏𝑥 𝑍𝛽

𝑥 и 𝑐(𝜃) ∶= ∑𝑒∈𝜃 𝑐(𝑒):

𝑚𝛽
𝑥 = 𝑐𝛽

𝑍𝛽 ∑
𝜃∈Θ𝑥

𝑍𝛽
𝑥𝑒−𝛽𝑐(𝜃)𝑤0(𝜃)

Мы знаем, что для неприводимой цепи Θ𝑥 непусто для любого 𝑥 ∈ 𝑆. И просто оценивая сумму
наибольшим слагаемым (как выше), имеем

𝑍𝛽
𝑥 max

𝜃∈Θ𝑥
𝑒−𝛽𝑐(𝜃)𝑤0(𝜃) ≤ 𝑚𝛽

𝑥
𝑍𝛽

𝑐𝛽 ≤ |Θ𝑥|𝑍𝛽
𝑥 max

𝜃∈Θ𝑥
𝑒−𝛽𝑐(𝜃)𝑤0(𝜃)

и, таким образом, используя оценку из пункта b,

min
𝑦

𝑝0
𝑥,𝑦 min

𝜃∈Θ𝑥
𝑤0(𝜃)𝑒−𝛽min𝜃∈Θ𝑥 𝑐(𝜃) ≤ 𝑚𝛽

𝑥
𝑍𝛽

𝑐𝛽 ≤ |Θ𝑥| max
𝜃∈Θ𝑥

𝑤0(𝜃)𝑒−𝛽min𝜃∈Θ𝑥 𝑐(𝜃)

Это означает, что 𝑚𝛽
𝑥 концентрируется (экспоненциально быстро при 𝛽 → ∞) в точке 𝑥, которая
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несёт минимальную остовную арборесценцию для стоимости 𝑐(𝑥, 𝑦), то есть в корне дерева 𝜃,
минимизирующего 𝑐(𝜃). Действительно, для таких 𝑥 и 𝑦 ≠ 𝑥, 𝑚𝛽

𝑦/𝑚𝛽
𝑥 → 0 при 𝛽 → ∞.

d. Мы хотим показать, что в случае 𝑐(𝑥, 𝑦) = (𝑉 (𝑦) − 𝑉 (𝑥))+ корнем минимальной остовной
арборесценции является минимизатор 𝑉 (⋅) (который единственен, так как мы предположили,
что 𝑉 инъективна). В этом случае можно привести комбинаторное доказательство, используя
𝑐(𝑥, 𝑦) − 𝑐(𝑦, 𝑥) = 𝑉 (𝑦) − 𝑉 (𝑥). Вместо этого приведём доказательство с использованием цепей
Маркова, эффективно используя тот факт, что минимальная остовная арборесценция не зависит
от значений 𝑝0

𝑥,𝑦, а только от рёбер, на которых эта вероятность отлична от нуля.

Сначала предположим, что инвариантная мера 𝑚0 цепи (𝑝0
𝑥,𝑦) обратима, тогда 𝑚𝛽

𝑥 ∶=
𝑐𝛽𝑒−𝛽𝑉 (𝑥)𝑍𝛽

𝑥𝑚0
𝑥 обратима для (𝑝𝛽

𝑥,𝑦), так как

𝑚𝛽
𝑥𝑝𝛽

𝑥,𝑦 = 𝑍𝛽
𝑥𝑒−𝛽𝑉 (𝑥) 𝑒−𝛽(𝑉 (𝑦)−𝑉 (𝑥))+

𝑍𝛽
𝑥

𝑚0
𝑥𝑝0

𝑥,𝑦 = 𝑒−𝛽max(𝑉 (𝑥),𝑉 (𝑦))𝑚0
𝑥𝑝0

𝑥,𝑦 = 𝑒−𝛽max(𝑉 (𝑥),𝑉 (𝑦))𝑚0
𝑦𝑝0

𝑦,𝑥 = 𝑚𝛽
𝑦𝑝𝛽

𝑦,𝑥

Таким образом, поскольку 𝑉 (𝑥) + (𝑉 (𝑦) − 𝑉 (𝑥))+ = max(𝑉 (𝑦), 𝑉 (𝑥)), рассуждая как выше,

𝑚𝛽
𝑥 = 𝑐𝛽𝑚0

𝑥 ∑
𝑦

𝑒−𝛽max(𝑉 (𝑦),𝑉 (𝑥))𝑝0
𝑥,𝑦

концентрируется в точках 𝑥, минимизирующих

𝑥 ↦ min
𝑦 ∶ 𝑝0𝑥,𝑦>0

max(𝑉 (𝑦), 𝑉 (𝑥))

В частности, если 𝑝0
𝑥,𝑥 > 0, мера концентрируется на минимизаторе 𝑉 (𝑥).

Если𝑚0 не обратима, мыможем заменить 𝑝0
𝑥,𝑦 на 𝑞0

𝑥,𝑦 ∶= 𝑝0
𝑥,𝑦 +𝑝0

𝑦,𝑥𝑚0
𝑦/𝑚0

𝑥 (для которой𝑚0 обра‑
тима) без изменения минимальной остовной арборесценции (которая зависит только от 𝑐(𝑥, 𝑦)),
поэтому ответ не меняется даже когда 𝑚0 не обратима.

Упражнение 0.2. Рассмотрим неприводимую цепьМаркова на конечном пространстве состояний 𝑆 с веро‑
ятностями перехода (𝑝𝑥,𝑦). Напомним, что мы рассматриваем 𝑆 как граф, где рёбрами являются 𝑒 = (𝑥, 𝑦),
такие что 𝑝𝑥,𝑦 > 0. Весом входящего остовного леса с корнями 𝐹 называется произведение

𝑤(𝐹) ∶= ∏
𝑒∈𝐹

𝑝𝑒

Для непустого 𝐴 ⊂ 𝑆, пусть 𝔉𝐴 — множество входящих остовных лесов с корнями, множеством корней ко‑
торых является в точности 𝐴. Для 𝑥 ∈ 𝑆 и 𝑟 ∈ 𝐴, определим 𝔉𝐴(𝑥 → 𝑟) как множество лесов 𝐹 ∈ 𝔉𝐴, таких
что𝑥находится во входящей арборесценции с корнем в 𝑟 (другими словами, следуя по единственному пути
в 𝐹 , выходящему из 𝑥, можно достичь 𝑟 ∈ 𝐴).

Пусть теперь 𝑟 ∈ 𝐴 ⊂ 𝑆. Так как цепь неприводима и конечна, ℙ(𝜏𝐴 < ∞) = 1, и пусть ℎ(𝑥) ≡ ℎ𝑟,𝐴(𝑥) ∶=
ℙ𝑥(𝑋𝜏𝐴

= 𝑟). Докажите, что

ℎ(𝑥) =
∑𝐹∈𝔉𝐴(𝑥→𝑟) 𝑤(𝐹)

∑𝐹∈𝔉𝐴
𝑤(𝐹) (5)
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Решение

Так как цепь Маркова неприводима и имеет инвариантную меру (поскольку пространство состояний
конечно), ℎ является единственным решением задачи для неизвестной 𝑢

(𝐼 − 1𝐴𝑐𝑃)𝑢 = 1𝑟

Пусть 𝑔(𝑥) — правая часть Уравнение 5, покажем, что 𝑔 также удовлетворяет этому уравнению, следо‑
вательно 𝑔 = ℎ.
Очевидно, 𝑔(𝑥) = 1𝑟(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝐴, поэтому нам нужно лишь проверить, что 𝑔(𝑥) = (𝑃𝑔)(𝑥) для 𝑥 ∉ 𝐴.
Знаменатель ∑𝐹∈𝔉𝐴

𝑤(𝐹) сокращается в обеих частях этого уравнения, так что остаётся проверить

∑
𝐺∈𝔉𝐴(𝑥→𝑟)

𝑤(𝐺) =? ∑
𝑦

𝑝𝑥,𝑦 ∑
𝐹∈𝔉𝐴(𝑦→𝑟)

𝑤(𝐹), 𝑥 ∉ 𝐴

Так как ∑𝑦 𝑝𝑥,𝑦 = 1, мы можем записать это как

∑
𝑧≠𝑥

∑
𝐺∈𝔉𝐴(𝑥→𝑟)

𝑝𝑥,𝑧𝑤(𝐺) =? ∑
𝑦≠𝑥

∑
𝐹∈𝔉𝐴(𝑦→𝑟)

𝑝𝑥,𝑦𝑤(𝐹), 𝑥 ∉ 𝐴

Мы можем сопоставить слагаемые в обеих частях, построив биекцию между индексами (𝑧, 𝐺) (при
условии 𝑥 → 𝑟 в 𝐺) слева и (𝑦, 𝐹 ) (при условии 𝑦 → 𝑟 в 𝐹 ) справа следующим образом.

• Если 𝑧 → 𝑟 в 𝐺, то мы берём 𝑦 = 𝑧 и 𝐺 = 𝐹 , другими словами, эти члены присутствуют в обеих
частях.

• Если 𝑧 ↛ 𝑟, то (𝑥, 𝑧) не содержится в 𝐺. Мы сопоставляем такую пару (𝑧, 𝐺) элементу (𝑦, 𝐹 ) в
правой части, где 𝑦 — единственная вершина, такая что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺; а 𝐹 — это лес, полученный из
𝐺 удалением (𝑥, 𝑦) и добавлением (𝑥, 𝑧).

Это биекция между слагаемыми в левой части и правой части, и очевидно, что 𝑝𝑥,𝑧𝑤(𝐺) = 𝑝𝑥,𝑦𝑤(𝐹).

Forest G
G ∈ FA(x → r)

r r'

x

y z

x₃ x₅

x₁ x₂

x₄
x₆

Forest F
F ∈ FA(y → r)

r r'

x

y z

x₃ x₅

x₁ x₂

x₄
x₆

Рисунок 5: Пара (𝑧, 𝐺) с 𝐺 ∈ 𝔉𝐴(𝑥 → 𝑟) и 𝑧 ↛ 𝑟, биективно отображается в (𝑦, 𝐹 ) с 𝐹 ∈ 𝔉𝐴(𝑦 → 𝑟),
просто меняя местами последователя 𝑥.

11

chapter5.qmd#sec-another-look-linear

	Арборесценции
	Цепь Маркова последних прохождений
	Явная инвариантная мера
	Дополнительные Задачи

